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Re´sume´ :
Les ve´sicules sont des gouttes immerge´es dans un fluide externe visqueux et entoure´es par une mem-
brane imperme´able constitue´e de lipides. Leur dynamique est gouverne´e principalement par les forces
de flexion, la pre´servation de la surface membranaire et du volume interne sur l’e´chelle de temps des
expe´riences. Pour une meilleure compre´hension de l’interaction des ve´sicules avec des surfaces, nous
avons e´tudie´ le comportement d’une ve´sicule a` proximite´ de parois rigides en utilisant la me´thode des
e´le´ments de frontie`re (BEM), particulie`rement adapte´e aux e´coulements de Stokes. En particulier nous
avons focalise´ nos e´tudes sur la dynamique du transport dans un capillaire d’une ve´sicule soumise a`
un e´coulement de Poiseuille.
Abstract :
Vesicles are drops immersed in an external viscous fluid and surrounded by an impermeable lipid
membrane. Their dynamics is mainly governed by bending forces, the conservation of the membrane
surface and the internal volume on the timescale of experiments. For a better understanding of the
interaction of vesicles with solid structures, we have studied the behavior of a vesicle near rigid walls
using the boundary element method (BEM), particularly suitable for Stokes flows. In particular, we
have focused our studies on the dynamics of the transport in a capillary of a vesicle subjected to
Poiseuille flow.
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1 Introduction
Les ve´sicules sont des micro-gouttes (taille typique ∼ 20µm) qui sont entoure´es d’une membrane phos-
pholipidique. Les phospholipides qui composent la membrane pre´sentent une teˆte polaire hydrophile
et une queue carbone´e hydrophobe. Lorsqu’ils sont mis en solution aqueuse, ces phospholipides s’or-
ganisent spontane´ment en bicouche ferme´e, les teˆtes hydrophiles vers les milieux aqueux et les queues
hydrophobes vers l’inte´rieur de la bicouche. Cette structure mole´culaire particulie`re confe`re a` la mem-
brane des proprie´te´s me´caniques singulie`res : elle se comporte comme un fluide bidimensionnel in-
compressible, tout en pre´sentant une re´sistance a` la flexion. Du fait de ces proprie´te´s particulie`res, et
aussi de la proximite´ de ces membranes mode`les avec les membranes biologiques, les ve´sicules susci-
tent l’inte´reˆt des physiciens depuis plusieurs de´cennies. Les proprie´te´s a` l’e´quilibre thermodynamique
ainsi que les fluctuations thermiques autour de cet e´quilibre sont de´sormais bien caracte´rise´es [1].
L’attention est maintenant porte´e sur les proprie´te´s hors-e´quilibre de ces membranes, en pre´sence
d’un forc¸age exte´rieur (d’origine e´lectrostatique, chimique, hydrodynamique par exemple). En parti-
culier, la de´formation et la dynamique d’une ou plusieurs ve´sicules sollicite´es hydrodynamiquement
ont suscite´ de nombreuses e´tudes ([2] et re´fe´rences incluses). Une me´thode nume´rique originale base´e
sur la me´thode BEM a e´te´ de´veloppe´e et valide´e pour la simulation d’une ve´sicule immerge´e dans un
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fluide infini [3, 4], avec une attention particulie`re aux formes de se´dimentation [3]. Dans cet article, on
s’inte´resse au contraire au forc¸age hydrodynamique en milieu confine´ ou` la proximite´ d’une paroi est un
facteur de´terminant. Plus pre´cise´ment, nous conside´rons ici le cas du transport d’une ve´sicule dans un
capillaire sous l’action d’un e´coulement de Poiseuille en configuration axisyme´trique. Contrairement
au cas de Poiseuille en milieu infini [5], cette configuration n’a pas attire´e que tre`s peu d’attention [6]
alors que c’est un e´coulement dont l’inte´reˆt pour l’analyse du comportement me´canique membranaire a
largement e´te´ de´montre´ sur le cas des capsules [7]. Dans ce contexte, une comparaison ve´sicule-capsule
serait certainement inte´ressante pour discriminer le roˆle de l’incompressibilite´ surfacique et de la flex-
ion vis-a`-vis de l’e´lasticite´ membranaire. La raison probable de la quasi-inexistence d’e´tudes pour cette
configuration, notamment en configuration axisyme´trique (aucune e´tude a` notre connaissance), re´side
sans doute dans l’effort de de´veloppement d’une fonction de Green axisyme´trique conside´rant la paroi
et combine´e a` une inte´gration nume´rique efficace et pre´cise. Nous avons imple´mente´ cette version dans
notre code consacre´ aux ve´sicules et pre´sentons ici les premiers re´sultats.
2 Pre´sentation du proble`me
La description de la de´formation de la ve´sicule est un proble`me d’interaction fluide-structure en re´gime
de Stokes, en raison de l’e´chelle microscopique. Il est ainsi gouverne´ par l’e´quation de Stokes pour
l’e´coulement des fluides ambiants interne (i) et externe (e) :
∇ · σi,e = 0, ∇ · ui,e = 0 (1)
avec la condition de continuite´ des vitesses a` l’interface membranaire :
ue(x) = ui(x) = uΓ (2)
ou` Γ de´signe l’interface, uΓ le champ de vitesse des points de la membrane et σ
i,e = −pi/eI +
η
(∇ui/e +∇Tui/e) est le tenseur des efforts fluides. En cas de contraste de densite´ entre l’inte´rieur
et l’exte´rieur de la ve´sicule, l’action de la gravite´ peut eˆtre facilement conside´re´e dans le terme de
pression.
La membrane phospholipidique est prise en compte par son action me´canique sur les fluides environ-
nants avec :
– une condition d’incompressibilite´ surfacique ∇s·uΓ = 0, conduisant a` une tension surfacique γ.
– une densite´ surfacique de force :
fm = κ
[
2∆sH + 4H(H
2 −K)]n− 2γHn+∇sγ (3)
ou` H est la courbure moyenne, K la courbure gaussienne, ∆s l’ope´rateur de Laplace-Beltrami sur
la surface, κ ∼ 10−19J le module de flexion et n la normale sortante a` la surface membranaire. Les
termes en γ traduisent l’action de la tension surfacique et le autres termes la re´sistance a la flexion.
La membrane est en e´quilibre quasi-statique avec les efforts exerce´s par les milieux fluides qui l’en-
tourent :
[[σe − σi]] · n+ fm = 0 (4)
Le proble`me peut eˆtre adimensionne´ en utilisant les grandeurs de re´fe´rence suivantes :
– lref = R0 , rayon de la sphe`re de meˆme volume ;
– tref = ηR
3
0/κ temps visqueux d’amortissement d’une perturbation de flexion ;
– fref = κ/R
3
0 densite´ typique des efforts de flexion ;
Soit (le tilde indique une variable adimensionne´e) :
x = Rref x˜ , t = tref t˜ , u = Rref/tref u˜ , f = fref f˜ , γ = frefRref γ˜ (5)
Dans la suite, seules des variables adimensionnelles sont utilise´es, et le tilde est omis pour plus de
clarte´.
Les nombres sans dimension qui pilotent le proble`me sont :
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– l’exce`s d’aire ∆, qui mesure l’aire supple´mentaire par rapport a` la sphe`re de meˆme volume :
A = (4pi + ∆)R20 (6)
Une ve´sicule sphe´rique (∆ = 0) de volume et de surface fixe´s se comportera comme une sphe`re
rigide. Pour pouvoir la de´former, il faut la ”de´gonfler”, et c’est ce de´gonflement qui est mesure´ par
le parame`tre ∆.
– le nombre de capillaire de flexion Ca = η umR
2
0/κ, ou` um de´signe l’intensite´ de la vitesse moyenne
de l’e´coulement de Poiseuille impose´, qui traduit l’intensite´ de la sollicitation qui s’exerce sur la
ve´sicule. Il remplace le nombre de capillaire Ca = ηV/φ, , ou` φ est la tension de surface utilise´e
habituellement pour le gouttes.
– le rapport λ = R0/σc entre la taille typique R0 de la ve´sicule et le rayon σc du capillaire.
3 Me´thode nume´rique
La me´thode nume´rique est base´e sur la me´thode BEM avec une repre´sentation C0 de la surface
par un maillage en e´le´ments triangulaires pour les e´tudes 3D [3], ou par des segments pour la version
axisyme´trique [8]. Cette me´thode est tre`s inte´ressante parce que elle exploite la structure de l’e´quation
de Stokes pour ramener la re´solution du proble`me volumique a` un proble`me portant uniquement sur
les frontie`res du domaine. L’inte´reˆt de cette me´thode est qu’elle permet de s’affranchir d’un maillage
volumique et de repre´senter uniquement l’interface, ce qui simplifie e´norme´ment la proble´matique de
suivi de celle-ci. Ainsi elle permet un suivi lagrangien avec une grande pre´cision.
Pour l’e´tude des interactions avec une paroi, nous ne conside´rons ici que les configurations ax-
isyme´triques sans contraste de viscosite´. La composante α du champ de vitesse en tout points x0
de la membrane, est de´termine´ entie`rement par la distribution de force sur l’interface [9] :
uα(x0)− u∞α (x0) = −
1
8piη
∫
Γ
Mαβ(x0,x)fβ(x)dl(x) (7)
ou` Γ est la trace de l’interface membranaire dans le plan (r, z), dl = rdz l’e´le´ment de surface, fβ la com-
posante β du saut d’efforts visqueux a` l’interface, u∞α la composante α du champ de vitesse exte´rieur
impose´ et Mαβ de´signe l’inte´gration suivant l’angle azimutal de la fonction de Green tridimensionnelle.
Elle se de´compose en une contribution d’espace libre MFSαβ plus une correction M
c
αβ permettant de
conside´rer l’action de confinement de la paroi. Cette dernie`re est donne´e par [10] :
M czz = σ0
∫ ∞
0
[
tI0(ω)
ωI1(ω) + 2I0(ω)
]
Az cos(xˆt) dt
M czr = σ0
∫ ∞
0
[
tI0(ω)
ωI1(ω) + 2I0(ω)
]
Ar sin(xˆt) dt
M crz = σ0
∫ ∞
0
[
tI1(ω)
ωI0(ω)
]
Az sin(xˆt) dt
M crr = −σ0
∫ ∞
0
[
tI1(ω)
ωI0(ω)
]
Ar cos(xˆt) dt (8)
ou` xˆ = x − x0 est la distance selon la direction axiale, ω = tσ, Az et Ar sont fonctions de ω0 = tσ0,
ωc = tσc et t, solutions d’un syste`me line´aire [9], et I0,I1,K0, K1 sont les fonctions de Bessel modifie´es
d’ordre 0 et 1.
Le proble`me de la singularite´ logarithmique du terme M czz de l’expression (8) en t = 0 est surmonte´
graˆce a` l’identite´ :
pi
[xˆ2 + (2σc − σ − σ0)2]1/2
= 2
∫ ∞
0
K0(2ωc − ω − ω0) cos(xˆt) dt
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d’ou` [11]
M czz = σ0
∫ ∞
0
[Fzz + 8K0(2ωc − ω − ω0)] cos(xˆt) dt− 4piσ0
[xˆ2 + (2σc − σ − σ0)2]1/2
La difficulte´ dans le calcul nume´rique des inte´grales (8) re´side dans la nature fortement oscillante
des inte´grands sur un domaine d’inte´gration semi-infini. En pratique, l’intervalle d’inte´gration doit
eˆtre judicieusement de´coupe´ en plusieurs zones avec un choix de quadrature adapte´ a la fre´quence
d’oscillation des inte´grands [12].
4 Re´sultats
Pour valider cette extension de la version axisyme´trique de notre mode`le BEM inte´grant la fonction
de Green adapte´e aux e´coulements en capillaire, nous avons conside´re´ le cas simple de la chute d’une
sphe`re rigide dans un tube cylindrique. Imposant la vitesse de chute Uc sur l’interface, on recherche
Figure 1 – A` gauche : correction K pour une sphe`re dans un tube en fonction de λ pour diffe´rents
maillages de la sphe`re. Dans la figure on a ajoute´ aussi la solution approxime´e que l’on obtient en
prenant juste les deux premie`res e´quations de l’ensemble infini des e´quations. A` droite : erreur relatif
sur K pour diffe´rents λ en fonction du nombre de mailles par rapport a les valeurs the´oriques [13, 14]
la distribution de force correspondante par inversion de la matrice Mαβ. Ensuite, par inte´gration sur
l’interface, on de´termine la re´sultante de traˆıne´e C que l’on peut caracte´riser par la correction K au
coefficient de traˆıne´e pour la chute d’une sphe`re en espace libre :
C = 6piη UcR0︸ ︷︷ ︸
Traˆıne´e en milieu infini
K (9)
La Fig. 1 donne l’e´volution de K en fonction du rapport λ = R0/σc, ou` R0 est le rayon de la sphe`re
et σc est celui du tube, compare´e aux re´sultats the´oriques [13, 14]. On peut noter que la convergence
vers les re´sultats the´oriques est tre`s satisfaisante.
Le proble`me que nous inte´resse, c’est a` dire le transport d’une ve´sicule dans un capillaire sous l’action
d’un e´coulement de Poiseuille a e´te´ aborde´ ensuite. La Fig. 2 montre l’e´volution dans le temps de la
forme d’une ve´sicule oblate initialement avec un exce`s d’aire ∆ = 1.11, dans un capillaire avec λ = 0.5
sous un e´coulement de Poiseuille caracte´rise´s par Ca = 10. On peut noter l’inversion de la courbure
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Figure 2 – E´volution dans le temps du profil d’une ve´sicule avec ∆ = 1.11 dans un tube avec λ = 0.5
sous un e´coulement de Poiseuille caracte´rise´s par Ca = 10.
dans la partie basse de la ve´sicule sous l’action du forc¸age hydrodynamique. Cette inversion de la
courbure n’est observe´e qu’a` partir de valeurs critiques des parame´tre´s caracte´ristiques.
Une question non triviale concerne la de´pendance aux conditions initiales de la forme finale atteinte
par la ve´sicule. Pour re´pondre a cette question nous avons conside´re´ des formes initiales diffe´rentes,
une prolate et une oblate, avec le meˆmes valeurs des parame`tres caracte´ristiques, et avons suivi leur
dynamique au cours du temps. En Fig. 3 on peut voir que les deux dynamiques tendent vers la
meˆme forme finale. On peut donc supposer que la forme initiale, si elle conditionne tre`s fortement la
dynamique, ne joue aucun roˆle sur la forme finale.
5 Conclusions
Notre e´tude nume´rique base´e sur la me´thode BEM de la de´formation axisyme´trique d’une ve´sicule
dans un e´coulement de Poiseuille confine´ montre que les proprie´te´s me´caniques particulie`res de la
membrane permettent d’obtenir des formes stationnaires non triviales par rapport a celles que on
obtient dans le cas de la se´dimentation dans un milieu infini. Ces formes de´pendent de plusieurs
parame`tres : de l’exce`s d’aire qui mesure la de´formabilite´ de la ve´sicule, du rapport entre la taille de la
ve´sicule et le rayon du tube et de l’intensite´ de l’e´coulement. Nous avons aussi ve´rifie´ que la forme finale
obtenue ne de´pend pas de la forme initiale (oblate, prolate). Ces premiers re´sultats nous permettent de
valider l’imple´mentation nume´rique du mode`le. Ils doivent eˆtre maintenant comple´te´s par une e´tude
parame´trique syste´matique permettant de couvrir toute la gamme des parame`tres caracte´ristiques du
proble`me.
Ce travail a e´te´ mene´ graˆce au support financier de l’ANR Capshydr (11-BS09-013-02) et aux moyens
de calcul du Me´socentre d’Aix-Marseille Universite´.
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